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Пусть F  – непустая формация, π  − некоторое множество простых чисел. Доказаны теоремы, отражающие общие за-
кономерности пересечений максимальных подгрупп конечной группы G  взаимно простых с числами из π  индексов, 
включающие утверждения о пересечениях 
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Let F  be a nonempty formation, π  − some set of prime numbers. The theorems reflecting the general regularities on 
intersections of maximal subgroups of a finite group mutually simple with numbers from π  indexes including statements on 
the intersections 
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Keywords: formations of finite groups, subgroup m-functor, intersections of maximal θ-subgroups in a finite group. 
 
 
Введение 
Результаты В.С. Монахова [1], [2] о пересе-
чениях всех максимальных подгрупп и всех мак-
симальных абнормальных подгрупп, не содер-
жащих подгруппу Фиттинга F( ),G  в конечной 
разрешимой ненильпотентной группе G  были 
распространены в работе [3] на пересечения всех 
максимальных подгрупп 'π -индексов 'dπ -груп-
пы, π  − некоторое множество простых чисел, и 
на пересечения всех максимальных F -абнормаль-
ных подгрупп 'π -индексов конечной не F -груп-
пы, π=F FG  – локальная nS -замкнутая форма-
ция, содержащая формацию всех нильпотентных 
'π -групп ,′πN  в том числе на случай ' ,π π=F G N  
а также на пересечения соответствующих мак-
симальных подгрупп без ограничений на их ин-
дексы (случаи, возникающие при ).π = ∅  В ра-
боте доказанные ранее утверждения включены в 
результаты, отражающие общие закономерности 
пересечений максимальных подгрупп, получен-
ные с использованием понятия подгруппового 
m-функтора, определённого в [4]. Для случая 
,π = ∅  =F N  распространение результатов [1], 
[2] на необязательно разрешимые конечные 
группы с применением функторного метода бы-
ло осуществлено в работе [5]. 
  
1 Предварительные сведения и результаты 
Рассматриваются только конечные группы и 
формации конечных групп. Используются опре-
деления и обозначения, принятые в монографии [6].  
Под подгрупповым m-функтором будем по-
нимать всякое отображение θ,  которое ставит в 
соответствие каждой группе G  множество θ( ),G  
состоящее из группы G и некоторых её макси-
мальных подгрупп. Подгруппы множества θ( )G  
называют θ -подгруппами группы .G  
Подгрупповой m-функтор θ,  удовлетворяю-
щий условию { }θ( ) | θ( )G H H Gϕ ϕ= ∈  для любо-
го изоморфизма ϕ  группы ,G  назовём подгруп-
повым im -функтором. 
Определение подгруппового m-функтора, 
рассматриваемого как подгрупповой im -функ-
тор, принадлежит авторам книги [4, с. 13−14]. 
Подгрупповой m-функтор θ  назовём под-
групповым sm -функтором при выполнении ус-
ловия: если θ( ),H G∈  то θ( )xH G∈  для всех 
.x G∈   
Подгрупповые im -функтор и sm -функтор 
будем называть также подгрупповыми m-функ-
торами, обладающими свойствами i  и s  соот-
ветственно.  
МАТЕМАТИКА
К вопросу о пересечениях максимальных θ-подгрупп конечных групп 
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Пусть θ  − подгрупповой m-функтор. Через 
θФ ( )G  обозначают пересечение всех θ -подгрупп 
группы .G  Легко видеть, что подгруппа θФ ( )G  
является характеристической в G, если θ  − под-
групповой im -функтор, и подгруппа θФ ( )G  нор-
мальна в G, если θ  − подгрупповой sm -функтор.  
Пусть F  − непустая формация, θ  − под-
групповой m-функтор. Согласно принятым в [7] 
обозначениям, пересечение всех F -абнормаль-
ных максимальных θ -подгрупп группы G  обо-
значаем через θФ ( ).G
F  Если для любой группы 
G  множество θ( )G  включает все F -абнормаль-
ные максимальные подгруппы группы ,G  то θ  
будем называть F -абнормально полным под-
групповым m-функтором. В частном случае, ко-
гда =F N  − формация всех нильпотентных 
групп, получаем определение абнормально пол-
ного подгруппового m-функтора, введённого и 
рассматриваемого для подгруппового sm -функ-
тора в [7].  
Подгрупповой m-функтор θ  называется ре-
гулярным (эпиморфным) [4], если для любой 
нормальной подгруппы N группы G выполняют-
ся следующие условия: 
1) из θ( )H G∈  всегда следует θ( );HN N G N∈  
2) из θ( )H N G N∈  всегда следует θ( ).H G∈  
Обозначаем через π  некоторое множество 
простых чисел, ' P \ ,π = π  где P  – множество 
всех простых чисел, считаем также, что P.π ≠  
Пусть θ  − подгрупповой m-функтор, F  − непус-
тая формация. Через θπ  будем обозначать под-
групповой m-функтор, сопоставляющий каждой 
группе G саму группу G и множество всех тех её 
максимальных θ -подгрупп, индекс каждой из 
которых не делится на числа из ;π  пересечение 
всех F -абнормальных максимальных θπ -под-
групп группы G  обозначают θФ ( ).Gπ
F  Если для 
любой группы G  множество { }θ(G) \ G  совпада-
ет с множеством всех максимальных (всех мак-
симальных F -абнормальных) подгрупп в ,G  то 
θФ ( ) Ф ( ),G Gπ π=  θ(Ф ( ) ( ),G Gπ π= ΔF  соответст-
венно). В случае =F N  используются обозначе-
ния θ θФ ( ) ( ),G Gπ π= ΔF  ( ) ( ).G Gπ πΔ = ΔF  
Пусть N − нормальная подгруппа группы 
.G  Через 
θ,Ф ( )N G  θ,(Ф ( ))N G  обозначаем пересе-
чение всех максимальных θ -подгрупп группы G, 
не содержащих (содержащих, соответственно) 
,N  θ  − подгрупповой m-функтор. Пересечение 
всех максимальных (всех максимальных F -аб-
нормальных) подгрупп группы G, каждая из ко-
торых имеет взаимно простой с числами из π  
индекс и не содержит N, обозначаем через 
,Ф ( )N Gπ  ,( ( )N GπΔF  соответственно).  
Если в группе G не существует максималь-
ных подгрупп, отвечающих указанным требова-
ниям, соответствующие пересечения считаем 
совпадающими с G.  
Подгруппа F ( )N G  группы ,G  N  − нор-
мальная подгруппа в G, определяется следую-
щим образом: F ( )N G N⊇ , ( ) F ( )NSoc G N G N=   
[3]. Пусть θ  − подгрупповой sm -функтор. Тогда 
подгруппы θФ ( ),Gπ  θ ( )GπΔ  нормальны в группе 
G. Через θФF ( )G
  обозначаем в дальнейшем F ( ),N G  
если θФ ( ).N G=  В случаях, когда {Ф ( ),N Gπ∈  
}θ θФ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) ,G G G G Gπ ππ πΔ Δ Δ ΔF  используем 
обозначения ФF ( ),Gπ
  
θФ
F ( ),G
π
  F ( ),G
πΔ

F  F ( ),GπΔ
  
θ
F ( )G
πΔ
  и F ( )GΔ  соответственно.  
Лемма 1.1. Пусть 1F  и 2F  − непустые 
формации, 1 2π( ) π( ) ,∩ =∅F F  0 1 2 .=F F F  Для вся-
кой формации 3 ,F  удовлетворяющей условию 
2 3 0 ,⊆ ⊆F F F  и максимальной, 2π( )F -индекса 
подгруппы H в группе G равносильны условия: 
подгруппа H  iF -абнормальна в ,G  { }0,2,3 .i∈   
Доказательство. Докажем вначале, что 
условие 0F -абнормальности максимальной, 
2π( )F -индекса подгруппы группы G равносильно 
условию её 2F -абнормальности в .G   
Так как 2 0 1 2 ,⊆ =F F F F  то 0 2 ,G G⊆F F  а зна-
чит, 0F -абнормальность всякой максимальной 
подгруппы группы G  влечёт её 2F -абнормаль-
ность в G.  
Пусть H − 2F -абнормальная максимальная, 
2π( )F -индекса подгруппа группы .G  Значит, 
1,G ≠  и предположим, что H 0F -нормальна в ,G  
т. е. 0 .G H⊆F  Обозначая 0 1 2 ,G G G= ∈F F F  
0 ,H H G= F  имеем: 02 1( ) ,G N N G= = ∈FF F  
2.G N∈F  Обозначим 1π( ) ,= πF  тогда 2π( ) '.⊆ πF  
Если H  не содержит ,N  то ,H N G=  :G H  − 
π -число, что противоречит условию :G H  − 
'π -число. Значит, ,N H⊆  а потому .N H⊆  Так 
как ,G N G N≅  то 2 .G N H⊆ ⊆F  Полученное 
противоречие с 2F -абнормальностью H означает, 
что предположение о 0F -нормальности H  в G  
неверно, подгруппа H  0F -абнормальна в .G   
Завершение доказательства леммы следует 
из того, что 0 3 2 .G G G⊆ ⊆F F F  
Л.М. Белоконь 
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В работе [8] вводилось определение ради-
кальной локальной формации 
'
M ,ππG J  содержа-
щей ' ;π πG N  '
M
'М
( ) ,π ϕ πϕ∈= ∩J J  где '( )ϕ πJ  − форма-
ция всех ϕ -дисперсивных 'π -групп, ϕ  пробега-
ет некоторое множество M линейных упорядоче-
ний множества всех простых 'π -чисел. В случае 
π = ∅  для формации 
'
M
πJ  принимается обозна-
чение M
M
.ϕϕ∈= ∩J J  
Следствие 1.1.1. Имеют место следующие 
утверждения. 
(1) Условие абнормальности максимальной, 
'π -индекса подгруппы H  в группе G  равно-
сильно условию 'πN -абнормальности и условию 
'π πG N -абнормальности H  в .G    
(2) Условия 
'
M
ππG J -абнормальности и '
M
πJ -
абнормальности максимальной, 'π -индекса под-
группы H в группе G равносильны.  
Группу M называют квазинильпотентной 
([9], с. 124), если ( )MHC H K M=  для любого 
главного фактора H K  группы .M  Через 
∗
′πN  
( )∗N  обозначаем формацию всех квазинильпо-
тентных 'π -групп, 2 '∈π  (формацию всех ква-
зинильпотентных групп, соответственно); 
'
F ( )G∗π  
− ∗′π πS N -радикал группы .G  
Теорема 1.1. Если подгруппа Ф ( )Gπ  группы 
G  обладает свойством С ,π  то: 
(1) *' ФF ( ) F ( );G Gππ ⊆    
(2) ФF ( ) F ( ).G Gπ πΔ=   
Доказательство. (1) Ввиду Sn -замкнутости 
формации * ′π πG N  нормальная в Ф ( )G Gπ  'π -под-
группа *'F ( ) Ф ( )G Gπ π  содержится в 
* * ,′π ⊆N N  а 
значит, с учётом леммы 2.4 (3) из [3], 
* *
' ФF ( ) Ф ( ) F ( Ф ( )) F ( ) Ф ( ).G G G G G Gππ π π π⊆ =   
Следовательно, *' ФF ( ) F ( ).G Gππ ⊆    
Утверждение (2) вытекает из теоремы 3.2 
[3], согласно которой 'ФF ( ) F ( ),G Gπ ππ πΔ=  G N  и ут-
верждения (1) следствия 1.1.1 леммы 1.1. Теоре-
ма доказана. 
Следствие 1.1.1 [5]. Для любой группы G 
справедливо включение *F ( ) F( ).G G⊆   
Следствие 1.1.2 [3]. Для любой группы G 
справедливо равенство F( ) F ( ).G GΔ=   
Лемма 1.2. Пусть G  − группа, F  − непус-
тая формация. Имеют место следующие ут-
верждения. 
(1) Если θ  − F -абнормально полный под-
групповой m-функтор, то θФ ( ) ( )G G= ΔF F  и 
θФ ( ) ( ).G Gπ π= ΔF F  В частности, θ ( ) ( ),G Gπ πΔ = Δ  
если θ  − абнормально полный подгрупповой  
m-функтор. 
(2) Пусть θ  − абнормально полный под-
групповой m-функтор. Если формация F  содер-
жит формацию всех нильпотентных групп ,N  
то подгрупповой m-функтор θ  является F -аб-
нормально полным и 
θ θ( ) ( ) Ф ( ) ( ).G G G Gπ ππ πΔ = Δ ⊆ = ΔF F  
Доказательство. (1) Так как множество 
θ( )G  включает все F -абнормальные максималь-
ные подгруппы ,G  то множество всех F -абнор-
мальных максимальных подгрупп группы G  
совпадает с множеством всех F -абнормальных 
максимальных θ -подгрупп группы ,G  откуда 
θ( ) Ф ( ).G GΔ =F F  Множество всех F -абнормаль-
ных максимальных θ -подгрупп 'π -индексов в 
,G  следовательно, совпадает с множеством всех 
F -абнормальных максимальных подгрупп 'π -ин-
дексов в ,G  а значит, θ( ) Ф ( ).G GππΔ =F F  
(2) Так как ,⊆ FN  то, очевидно, множество 
всех абнормальных максимальных подгрупп 
группы G  содержит все F -абнормальные мак-
симальные подгруппы группы ,G  откуда 
( ) ( )G GΔ ⊆ ΔF  и ( ) ( ).G Gπ πΔ ⊆ ΔF  А так как θ  − 
абнормально полный подгрупповой m-функтор, 
то множество θ( )G  содержит все абнормальные 
максимальные подгруппы, а значит, и все F -
абнормальные максимальные подгруппы группы 
,G  т. е. θ  − F -абнормально полный подгруп-
повой m-функтор. По утверждению (1) 
θ( ) ( )G GππΔ = Δ  и θ( ) Ф ( ).G GππΔ =F F  Лемма дока-
зана. 
Следствие 1.2.1. Пусть F  − Sn -замкнутая 
локальная формация, содержащая все нильпо-
тентные группы, θ  − абнормально полный под-
групповой m-функтор. Тогда θФ ( ) ( ) .G G= Δ ∈F F F  
Следствие 1.2.1 вытекает непосредственно 
из леммы 1.2 и известного результата Сельки-
на М.В. [6, следствие 8.7.1], указывая на избы-
точность требования регулярности подгруппово-
го m-функтора θ  и обладания им свойством s  в 
условии следствия 5 работы [7]. 
Следствие 1.2.2. Пусть θ  − абнормально 
полный подгрупповой sm -функтор. Имеют ме-
сто следующие утверждения. 
(1) Если подгруппа Ф ( )Gπ  группы G  обла-
дает свойством С ,π  то  
θ θФ Ф
F ( ) F ( ) F ( ) F ( ).G G G Gπ ππ πΔ Δ= = =     
(2) 
θФ
F( ) F ( ) F ( )G G GΔ= =    для любой группы G. 
К вопросу о пересечениях максимальных θ-подгрупп конечных групп 
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Доказательство. (1) Понятно, что  
θ θФ ( ) Ф ( ) ( ) ( )G G G Gπ ππ π⊆ ⊆ Δ = Δ  
ввиду утверждения (1) леммы 1.2. Следователь-
но, по лемме 3.3 [3] 
θ θФ Ф
F ( ) F ( ) F ( ) F ( ).G G G Gπ ππ πΔ Δ⊆ ⊆ =     
По теореме 1.1 (2) ФF ( ) F ( ).G Gπ πΔ=   Утверждение 
(2) вытекает из утверждения (1), если положить 
.π = ∅  Следствие доказано. 
 
2 Достаточные условия справедливости 
утверждения 
Фθ
θ θ ,F ( )
Ф ( ) Ф ( )
G
G G Gπ π π
= ≠  для груп-
пы G и подгруппового sm -функтора θ  и выте-
кающие из него следствия 
Теорема 2.1. Имеют место следующие ут-
верждения. 
(1) Для всякой группы G и подгруппового 
sm -функтора θ  справедливо равенство 
Фθ
θθ ,F ( )
Ф ( ) Ф ( ).
G
G Gππ π
=  
(2) Пусть θ  − F -абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, π=F FG  − локаль-
ная Sn -замкнутая формация, содержащая фор-
мацию всех нильпотентных 'π -групп ' .πN  И 
пусть группа ,G∉F  подгруппа Ф ( )Gπ  обладает 
свойством C .π  Тогда 
Фθ
θ ,F ( )
Ф ( ) .
G
G G
π π
≠   
Доказательство. (1) Заметим, что для вся-
кой группы ,G  подгруппового sm -функтора θ  и 
нормальной в G подгруппы N подгруппа 
θ ,Ф ( )N Gπ  
нормальна в G. Обозначим 
θФ
F ( ) .G N
π
=  
Если θФ ( ) ,G Gπ =  то по определению 
θ ,Ф ( ) .N G Gπ =  Пусть θФ ( ) .G Gπ ≠  Тогда 
θФ ( ) .G Nπ ⊂  Предположим, θθ ,Ф ( ) Ф ( ).N G Gππ ≠  
Тогда, очевидно, θ θ ,θ ,Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ).NNG G Gπ ππ= ∩  
Пусть θФ ( )K Gπ  − минимальная нормальная 
подгруппа в θФ ( )G Gπ  из θθ ,Ф ( ) Ф ( ).N G Gππ  Так 
как ,K N⊆  то θ ,K Ф ( ).N Gπ⊆  Таким образом, 
θ θ , θθ ,Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ) Ф ( ) 1,NNK G G G Gπ π ππ⊆ ∩ =  что 
противоречит предположению о том, что 
θθ ,Ф ( ) Ф ( ).N G Gππ ≠  Значит, Фθ θθ ,F ( )Ф ( ) Ф ( ).G G Gππ π =  
Утверждение (1) доказано. 
(2) Так как π=F FG  − локальная Sn -замк-
нутая формация, содержащая все нильпотентные 
'π -группы ' ,πN  а подгруппа Ф ( )Gπ  группы G  
обладает свойством C ,π  то по лемме 4 из [8] 
( ) .GπΔ ∈F F  По утверждению (1) леммы 1.2 
θ( ) Ф ( ).G GππΔ =F F  Так как ,G∉F  то θФ ( ) .G Gπ ⊂F  
Следовательно, θФ ( ) ,G Gπ ≠  ибо θ θФ ( ) Ф ( ).G Gπ π⊆ F  
Из утверждения (1) следует 
Фθ
θ ,F ( )
Ф ( ) .
G
G G
π π
≠  
Теорема доказана. 
Пусть F  − непустая формация. Если под-
групповой m-функтор θ  является F -абнормаль-
но полным, то 
θФ ( ) Ф ( ) ( )G G Gππ π⊆ ⊆ ΔF  
для любой группы .G  Следующий результат 
вытекает из теоремы 2.1, так как θФ ( )Gπ =  
( ),Gπ= ΔF  если для подгруппового sm -функтора 
θ  положить θ( )G  состоящим из группы G и всех 
её F -абнормальных максимальных подгрупп.  
Следствие 2.1.1 [3, теорема 3.7]. Имеют 
место следующие утверждения: 
(1) Пусть π=F FG  – локальная nS -замкну-
тая формация, содержащая формацию всех 
нильпотентных 'π -групп .′πN  И пусть группа 
,G∉ F  подгруппа Ф ( )Gπ  обладает свойством 
С .π  Тогда ,F ( ) ( ) .G G GΔππ
Δ ≠
F
F  
(2) Для всякой группы G и непустой форма-
ции F  выполняется равенство 
,F ( )
( ) ( ).
G
G G
Δπ
π πΔ = Δ  F
F F  
Полагая для подгруппового sm -функтора θ  
и любой группы G  множество θ( )G  состоящим 
из группы G  и всех её максимальных подгрупп, 
получаем θФ ( ) Ф ( ).G Gπ π=  А так как Ф ( )G Gπ ≠  
для 'dπ -группы G  при условии Ф ( ) C ,Gπ π∈  то 
применение теоремы 2.1 (1) приводит к следую-
щему результату. 
Следствие 2.1.2 [3, теорема 2.4]. Имеют 
место следующие утверждения. 
(1) Для всякой группы G  выполняется ра-
венство 
Ф,F ( )
Ф ( ) Ф ( ).
G
G G
π
π π=   
(2) Пусть G  – 'dπ -группа, подгруппа 
Ф ( )Gπ  обладает свойством C .π  Тогда в G  су-
ществует хотя бы одна максимальная подгруп-
па, имеющая взаимно простой с числами из π  
индекс и не содержащая ФF ( ).Gπ
  
Теорема 2.2. Пусть θ  − абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, G − группа. И пусть 
подгруппа Ф ( )Gπ  обладает свойством C .π  То-
гда имеют место следующие утверждения: 
(1) 
Ф
θθ ,F ( )
Ф ( ) Ф ( );
G
G Gππ π
=  
(2) если 'F ( ),G Gπ≠  то 
Фθ ,F ( )
Ф ( ) .
G
G G
π π
≠  
Доказательство. По следствию 1.2.2 (1) лем-
мы 1.2 
θФ Ф
F ( ) F ( ).G Gπ π=   Так как ' ,π π= ⊇F G N N  
Л.М. Белоконь 
 
                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (24), 2015 50 
то абнормально полный подгрупповой sm -функ-
тор θ  является и 'π πG N -абнормально полным. 
Поэтому теорема 2.2 следует из теоремы 2.1. 
Рассмотрим некоторые приложения теоре-
мы 2.2. Пусть подгрупповой абнормально пол-
ный sm -функтор θ  выделяет в каждой группе 
G  множество θ( ),G  состоящее из группы G  и 
всех её абнормальных максимальных подгрупп. 
В этом случае из теоремы 2.2 вытекает следую-
щее утверждение. 
Следствие 2.2.1. Пусть подгруппа Ф ( )Gπ  
группы G  обладает свойством C .π  Тогда:  
(1) 
Ф,F ( )
( ) ( );
G
G G
π
ππΔ = Δ  
(2) если 'F ( ),G Gπ≠  то в G существуют 
максимальные абнормальные подгруппы, имею-
щие взаимно простые с числами из π  индексы и 
не содержащие ФF ( ),Gπ
  т. е. 
Ф,F ( )
( ) .
G
G G
ππ
Δ ≠  
Следующий результат получается из теоре-
мы 2.2 при π = ∅  и доказан в [5] для случая θ  − 
эпиморфный абнормально полный подгрупповой 
im -функтор. 
Следствие 2.2.2. Пусть θ  − абнормально 
полный подгрупповой sm -функтор. Тогда для 
любой группы G справедливы утверждения: 
(1) θθ,F(G)Ф ( ) Ф ( );G G=  
(2) если F( ),G G≠  то 
θ,F(G)
Ф ( ) .G G≠  
Отметим также, что следствие 1 работы [5], 
а также следствие 2.4.1 теоремы 2.4 работы [3] о 
совпадении пересечения всех максимальных 
подгрупп неединичной группы G  с пересечени-
ем всех её максимальных подгрупп, не содержа-
щих F( ),G  вытекает как из следствия 2.1.2 тео-
ремы 2.1 (в случае ),π = ∅  так и из утверждения 
1 следствия 2.2.2 теоремы 2.2 (множество θ( )G  
состоит из группы G и всех её максимальных 
подгрупп).  
В случае, когда абнормально полный под-
групповой sm -функтор θ  выделяет в каждой 
группе G множество θ( ),G  состоящее из группы 
G и всех её абнормальных максимальных под-
групп, из следствия 2.2.2 теоремы 2.2 вытекает 
лемма 1.4 и следствие 2 работы [5], а также след-
ствие 3.7.5 теоремы 3.7 работы [3] о том, что в 
каждой ненильпотентной группе G существуют 
ненормальные максимальные подгруппы M  
такие, что F( ) ;M G G=  пересечение всех таких 
максимальных ненормальных подгрупп совпада-
ет с подгруппой Гашюца ( ).GΔ  Этот результат 
вытекает также из следствия 2.2.1 теоремы 2.2 
при .π = ∅   
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